Corrigé (2023 — Nouvelle Calédonie — Jour 1)

uy =5up—4x0-3=5x3-4-3=15-7=[12]

Up=5u—4x1-3=5x12-4-3=60-7=|53
c. Il semble que la suite (1) soit croissante et tende vers +oo.
2. a. Soil Py, la proposition u, = n+1.

Initialisation : 4y =3et0+1=1.
3 = 1. La proposition est donc vraie au rang n = 0.

Hérédité : on suppose la proposition vraie au rang n € N, u, = n+ 1 (hypothése de récurrence).
On va vérifier qu’alors elle est vraie au rang suivant.
upz=zn+l1 <= bu,=5n+1)
— bu,—-4n-3=5n+5-4n-3

> Upg1zn+2=(n+1)+1

La proposition est donc héréditaire.

Conclusion : la proposition P,, est vériliée au rang n = 0 et est héréditaire, donc, d’aprés le prin-
cipe de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel n: u, =2 n+1.

b. Ona: lim (n+1)= +oo. Puisque u, = n + 1, par comparaison, on a:
n—4o0

lim u,=+oc0
H— 400

Unyl = Upy1—(r+1)-1
= Su,—-4n-3-n-1-1
= Su,—5n->5
= 5(up—n-1)

= by,

La suite (v,) est donc une suite géométrique de raison g = 5 et de premier terme vy = wy—0-1=
2.

b. Puisque (v,) est une suite géométrique de raison 5 et de premier terme vy =2, ona:

vy =2x5"

C. Vpy=Up—nN—1 << u,=rv,+n+1.Donc:

Up=2x5"+n+1




d. Puisque 5> 1, la suite de terme général 5" est strictement croissante, donc 51 = 5.

5n+| ;_35!1

rrrnt

255 i ¥
2x5™+(n+1)+122x5"+(n+1) +1
Upy1 22x5"+n+2
Upny122x5"+n+1

Upy]l = Up

La suite (u,) est donc croissante.

def suite():
u=3
n=0
while u<10#*x*T:
u= 5*u-4*n-3
n=n+1
return n

u n u < 107
3 0 VRAI
12 1 VRAI
53 2 VRAI
254 3 VRAI
1255 4 VRAI
6 256 5 VRAI
31 257 6 VRAI
156 258 7 VRAI
781 259 8 VRAI
3906 260 9 VRAI
19 531 261 10 FAUX

La valeur renvoyée par cette fonction est n = 10. C'est le rang a partir duquel u, =107,




Corrigé (2023 - Amérique du Sud - Jour 1)

Partie A

Upyl = 2up (1 —uy).

Cette relation de récurrence s'écrit 1,1 = f (u,), ou f est la fonction définie sur R par:

1.

3.

flx)=2x(1-x).

f est une fonction polynomiale done dérivable sur R et sur cet intervalle :
flx)= 2x—2x%, d’ot f(x)=2-4x=2(1-2x).
Ona:

»

e fllx)=0 <= 1-2x=0 < x=

, la fonction f

B | = D]

[];1
2

o flx)>0 <= 1-2x>0 < x< —;ladérivée est positive sur

est donc croissante sur cet intervalle.
1

o fllx) <0 = 1-2x<0 = x> E;

B =

On admet que pour tout entier naturel n, 0 < u, <
o up=2ug(l—up)=2x0,3x0,7 =0,42.

¢ Démonstration par récurrence :

— Initialisation: on a uy < wy car 0,3 < 0,42.
— Hérédité On suppose gu'il existe n € N tel que u,, < ;4.

Comme on suppose que t, < Uy < — on a par croissance de la fonction [ sur

1 : (1 .
0; E]; f(un}if[unlllﬂf(i),sml
1 1

Upil S Upy2 S2X X 5’ OU eNCore Upy] < Upi2 <

2

: I'encadrement est vrai au

B | =

rang n+1.
La relation est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n € N elle I'est encore au
rang n + 1 : d’aprées le principe de récurrence on a démontré que :

1
pour tout rentier naturel n, u, < uy; < 5
Cet encadrement montre que

— la suite (u,) est croissante et

1
— la suite (u,) est majorée par 3"

3| =

Conclusion la suite (u,) croissante et majorée converge vers une limite £ < —.



4. Lafonction f étant continue on a donc:
nI—I-ij (up) = HETMZH:: (1— up), soit
(=20(1-F) — (=20-20° = 20°¥=0 = ((2(-])=0 = { ;,_1 ~ 0

¢ = 0 1
¢ - 1 Laseule solution acceptable est £ = 7

2
Partie B

Ppy1—Pp=Py(1—bx Py), ou b est un réel strictement positif.

Le réel b est un facteur de freinage qui permet de tenir compte du caractere limité des res-
sources du milieu dans lequel évoluent ces individus.

1. Dans cette question b = (0.
a. Larelation de récurrence s’écrit alors Py — Py = P, (1 -0 x Py), soil
Ppy1— Py =P, < Py, =2P,, donc Py, = 2P, : cette égalité montre que la
suite (P,) est une suite géométrique de raison 2 et de premier terme Py = 3.
b. On sait quel que soit n €N, P, = Py x 2" =3 x 2" : la limite de la suite (P,) est
plus I'infini (irréaliste)

2. Dans cette question b=0,2. Onadonc P, 1 — P, =P, (1-0,2P,)

a Onavp=0,1xPy=0,1x3=0,3.
La relation de récurrence devient :
Ppi1—Pp=Pn(1-0,2%x P,) <= Pp,1— Pp=P,—0,2P2, d’oii
Ppy1=2P,—0,2P2. (1)
Or vps1 =0,1Ppyy =0,1(2P, —0,2P%) =0,2(P, —0,1P2%).
Comme v, =0,1x P, < 10v, = P,, I'égalité ci-dessus devient :
vns1 =0,2(10v, —0,1 x (10v,)?), soit
Vi1 =0,2(10v, — 1002) = 2v, (1 — vp).

b. Larelation de la question précédente montre que la suite (v,) est la suite (u,) de
la Partie A et on a vu que cette suite converge vers %

1
Onadonc lim v,=-.
n—+oo 2

1
Or P, =10v,, donc lim P,=10x—=5.
n—+oo 2

Finalement la population se rapprochera de 5000 individus.



Corrigé

/ Rn "::-: UI 1
Pn Ry
1.
1 Pn 0.3 — RH-F'
T~ T {: *
n==—0,7_
Rn+|

2. Les événements R, et R, partitionnent I'univers, la loi des probabilités totales donne :
Pns1 = P(Rns1) = P(Rn 1 Rust ) + P(Ry 0 Rt | = pr x 0,9+ (1= p) x 0,3 =0,9p,,+0,3-0,3p,

Donc on a bien p,41 =0,6p, +0,3 : on a donc bien établi la relation de récurrence annoncée.

3. a. [tablissons la relation de récurrence de la suite (u,,). Soit # un entier naturel :
Upil = Pns1 — 0,75 par définition de la suite (u,,)

=(0,6p, +0,3)-0,75 par la relation de récurrence de la suite (p,)
=0,6p,—0,45
=0,6(u, +0,75) — 0,45 par définition de la suite (u,)
=0,6u, +0,45-0,45
=0,6uy,
La relation de récurrence de la suite (#,) est donc bien celle d’'une suite géométrique, de
raison g = 0,6. Le premier terme de la suite est uy = py—0,75=0,6—-0,75 = —-0,15.
b. On peut donc donner la forme explicite du terme général de la suite géométrique :
VYnelN, u,=uyxqg"=-015x0,6".
On en déduit: u, = p, - 0,75 < p,=u, +0,75=0,75-0,15x 0,6".

pn=0,75-0,15 % 0,6".

c. Laraison de la suite géométrique u est comprise entre —1 et 1, strictement, donc la suite
u converge vers 0.

Par limite de la somme, on en déduit que la suite p converge vers £ =0,75.
d. En assimilant les probabilités a des proportions, au bout d'un certain temps, I'athléte fran-
chira la barre dans 75 % des cas.



Corrigé (2024 — Polynésie — Jour 1)

On considére une pyramide a base carrée formée de boules identiques empilées les unes sur
les autres :

+ le 1¢r étage, situé au niveau le plus haut, est composé de 1 boule;

* le 2¢ élage, niveau juste en dessous, est composé de 4 boules;

le 3¢ étage posseéde 9 boules;
* le n-iéme étage possede n” boules.

Pour tout entier n = 1, on note u, le nombre de boules qui composent le n-ieme étage en
partant du haut de la pyramide. Ainsi, u,, = n.

1. Le nombre total de boules d'une pyramide de 4 étages est :
Utz +us+ug=12+224+32+42=14+4+9+16 =30.

2. On considére la suite (S,) définie pour tout entier n > 1 par S, = wy + up +... + up.

a. 55:ul+u2+u3+u4+u5:(u1+u2+u3+u4]+u53(}+52:55

Le nombre total de boules d'une pyramide de 5 étages est : S5 = 55.

b. On compléte la fonction pyramide ci-dessous de sorte que, pour tout entier naturel
non nul n, I'instruction pyramide (n) renvoie le nombre de boules composant une
pyramide de n étages.

def pyramide(n) :
5=0
for i in range(1, n+1)
5 =5 + ixx2
return S

¢. Pour tout entier naturel n :

n(n+1)2n+1) , (m+1)2n°+n) 6(n+1)>
. +(n+1)" = +
6 6 6
(n+1)2n° + n+6n+86)
- 8
_(n+1)(2n* +7n+6)
6
L (mt)m+2)Re+D+1] _ (n+D(r+2)2r+3) _ (n+1)2n° +3n+4n+6)
6 - 6 - 6
(n+1)2nZ+7n+6)
6
Doncn(n+1}(zn+1}+m+”2:(n+1}(n+2}[2(n+1)+1]

6 6



nn+1)2n+1)
6 .

d. On démontre par récurrence que pour tout entiern = 1: 5, =

+ Initialisation

. nn+1)2n+1) 1(1+1DE2x1+1) 1x2x3
Pourn=1,onaS; =1et - = - = - =1
6 6 6
Donc la propriété est vraie au rang 1.
* Hérédité
nn+1)2n+1)
6 .

On suppose la propriété vraie au rang n, avec n == 1, c'est-a-dire S,, =
C’est I'hypothéese de récurrence.

Spe1=ur+ g+t Uup+uny = (g +ug+t up)+ tp

St (nil) = nn+1)2n+1)
n ﬁ

_(n+)(n+2)[2(n+1)+1]

6
~(m+Dl(n+D)+1112(n+1)+1]

6
Donc la propriété est vraie aurang n+ 1.

+(n+1)?

(d"apres la question précédente)

+« Conclusion

La propriété est vraie au rang 1, et elle est héréditaire pour tout n = 1.
Donc, d’apres le principe de récurrence, la propriélé est vraie pour tout n = 1.

nn+1)2n+1)
5 .

3. Unmarchand souhaite disposer des oranges en pyramide a base carrée. Il posséde 200 oranges.

On a donc démontré par récurrence que pour toutentiern > 1:§, =

Il faut donc trouver le plus grand entier n tel que S,, < 200.

T+ DExT+1 , o 8@B+1@2x8+1)
On calcule : §(7) = 5 =140 <200 et §(8) = o =204 = 200.

Le marchand utilise donc 140 oranges pour construire une pyramide a 7 étages.




